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まず，円錐交差が核配置 R*に存在し，2 つの断熱電子波動関数{Ψ1 (r,R), Ψ2 (r,R) }で特徴付けら
れる 2 準位の M 原子分子系を考える（M は任意の整数）．ここで，r と R はそれぞれ電子と原子
核の座標ベクトルである．この時，これらの断熱電子波動関数が，電子がどの分子軌道に収まっ
ているかを示す電子配置を特徴付ける N 個の透熱電子波動関数の組{ψi (r,R); i = 1,2,…N} を用い
て[9] 




と展開できるとする．ここで Cn,i (R) は ψi (r,R)の展開係数であり，|Cn,i (R)|2 が ψi (r,R)の重みを表
す．なお，分子が円錐交差 R*で非断熱遷移を起こすとき，その確率は R* 近傍のポテンシャルエ
ネルギー曲面(PES) の形状と 2 つの状態の非断熱結合強度を特徴付ける 2 つの 3 × M 次元(3M 次
元) のベクトル（非断熱結合ベクトル）によって決まる．1 つ目は，円錐交差に関与する 2 つの
PES の傾きの差を表す g ベクトルである．2 つ目は，円錐交差に関与する 2 状態の非断熱結合強
度を表す h ベクトルである．円錐交差近傍において 2 つの透熱電子波動関数{ψa (r,R), ψb (r,R)} が
{Ψ1 (r,R), Ψ2 (r,R) }の主要な成分になっているとき，g ベクトルと h ベクトルはそれぞれ次の様に
書くことができる． 
 ���� = 1
2
 ��ψa� �R H (r,R) �ψa� - �ψb� �RH (r, R) �ψb��  
 � ��� = �ψa� �R H (r,R) �ψb� 
ここで，H (r, R)とR  はそれぞれ，系の全エネルギーを表すハミルトニアン演算子と 3M 次元の
全ての原子座標についての微分を行う微分演算子である（ ( , )HR r R はグラジエント）．また，
(2)式と(3)式では全電子座標についての積分を行っているため，g ベクトルと h ベクトルが核座標
R のみに依存する 3M 次元のベクトルになっていることに注意されたい． 
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ここで g� は h ベクトルに垂直になるように変換した g ベクトルであり，以下の式で定義される． 
g?= g – ?y ?· g? y? 
?? と?? を用いることで，円錐交差 R* を中心とする半径 ρの円状ループ 
  x (ρ, θ) = ??ρcosθ 
  y (ρ, θ) = ??ρsinθ 
を定義することができる．このループに沿って断熱電子波動関数{Ψn}の符号を調べると，2π回転
した際にその符号が反転する，すなわち Ψn (ρ, θ) = −Ψn (ρ, θ + 2π) なる関係が成立する． 
2.2 実際に計算するときの注意点 




原子単位系においてはエネルギーの単位はHartree，長さの単位はBohrで表され，1 Hartree ~ 27.211 
eV, 1 Bohr ~ 0.529 Å である．非断熱結合ベクトルは力の次元を持っているため，その各成分の値
は Hartree/Bohr で出力される．このため，非断熱結合ベクトルから規格直交基底（?? ,??）を作る
場合，そのノルムは 1 Hartree/Bohr となる．一方，構造最適化後の構造は量子化学計算パッケー
ジ利用者の便宜を図って Å 単位で出力されることが多いので，ループ上の構造を求める際には適
宜単位換算を行う必要がある3． 
第 2 に，閉ループ（x, y）に沿って展開係数{Cn,i (R)}の値を調べていく際には，その値が連続的
に変化していくことを確認する必要がある．これは，断熱電子波動関数{Ψn}の符号が反転しても
分子の総エネルギーは変化しないため， {Cn,i (R)}の値の連続性を考慮しないで多くの量子化学計
算パッケージが{Ψn}の符号を決めていることに起因する． {Cn,i (R)} の符号が角度 θにおいて急




                                                  
2 ここでは MOLPRO を使用して計算を行う場合について特に述べるが，他の量子化学計算パッケージ
(例えば GAMESS や MOLCAS)を使用する場合でも要点は同じである． 
3 閉ループ（x, y）に沿って展開係数{Cn,i (R)}の値を調べる場合には, Bash や Perl などのスクリプト言
語を使って自動的に閉ループ（x, y）上の分子構造を作成して計算を実行するようにすると効率が良い．
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(2) 分子軌道の位相が反転していない場合，{Ψn}全体の符号が反転している可能性が高い．  
そこで，{Cn,i (R)} の符号が反転する前後の{Ψn}の重なり積分 









道の出力形式を正準軌道4に指定するとよい．また，計算の際に 1 つ前の θ における断熱電子波動
関数を初期値として読み込ませると，{Ψn}の不連続な変化を少なくするとともに，計算効率の向
上を図ることができる5． 




















このため，多配置 SCF 法によって得られた円錐交差のエネルギー補正を行う場合には，次の 2 点
について最低限確認する必要がある． 
(1) 補正後の 2 状態のエネルギーの平均が多配置 SCF 法によって得られた円錐交差のエネルギ
ーと十分に近いこと． 
(2) 2 つの断熱電子状態のエネルギー差が十分に小さいこと． 
                                                  
4 正準軌道は幾つかある分子軌道の形式のひとつである．詳細については文献[20]を参照のこと． 
5 MOLPRO や Gaussian などの量子化学計算パッケージは，計算結果をバイナリファイルとして保存し
ておく機能を備えている場合が多い．それらから波動関数を読み込ませればよい． 
(8)







SW 転位とは図 2 に示すようにナノカーボンが持つ 4 つの六員環の中心の C1＝C2 二重結合が
段階的に 90 度回転して五員環と七員環を 2 つずつ形成する反応である．この反応を制御すること
はナノカーボンのバンドギャップ調節につながるので，筆者らは，図 2 に示すように，C-C 結合
の開裂と形成が段階的に起きる多段階反応経路について調べた． SW 転位を再現できる最小の分
子であるピレン(図 2 左端)をモデルとし，とくに，電子基底(S0) 状態及び第 1・第 2 一重項電子励
起（S1・S2）状態における反応経路を探索した．  
本研究では，幾つかの電子状態のエネルギーの加重平均を最小化する多状態の多配置 SCF 法で
ある State-averaged complete active space SCF 法(SA-CASSCF 法)[21,22]を用いて反応物（ピレン，
図 2 左端）と生成物（アズピレン，図 2 右端），及び図 3 に示す中間体や 2 つの円錐交差の分子構
造を求めた．また，SA-CASSCF 法の波動関数を 0 次近似とする 2 次の多参照摂動法である
multistate complete active space self-consistent field second-order perturbation theory (MS-CASPT2)法
[23]を用いて動的電子相関の効果を取り込み，求めた構造における分子のエネルギーを補正した．
SA-CASSCF 法において考慮する電子配置としては，最安定電子配置とこの配置において電子が
収容されている分子軌道 (被占有軌道) のうちエネルギーが高い順に 3 個と，電子が収容されて
いない分子軌道(空軌道)のうちエネルギーが低い者から順に 3 個の計 6 軌道（これが活性空間
active space である）の中に含まれる 6 つの電子が取り得る全ての励起配置を考慮した
（[6,6]-SA-CASSCF 法）．なお，以上の計算では S0から S2までの 3 状態を考慮し，ガウス型関数
の線形結合（ガウス型基底関数 6-31G(2d,p)）を用いて分子軌道の形を表現した．以上の計算には
量子化学計算パッケージ MOLPRO2010.1[7]を使用した． 
図 4 にピレンにおける多段階 SW 転位(図 2)の反応経路に沿った PES と見いだした円錐交差を
示す．この反応機構において，円錐交差が重要な役割を果たしていることがわかる。つまり，図
図 3: ピレンにおける非断熱 Stone-Wales 転位に関与する(a)S0 状態の中間体および (b), (c)
S1/S0状態間の 2 つの円錐交差の構造．z = 0 に位置する分子平面からのずれを斜体字で示す．
(b) 円錐交差 1 (c) 円錐交差 2 (a) 中間体 





















































|222000〉 |221100〉 |221010〉 |211110〉 |220200〉 |212100〉 
LUMO 
LUMO + 1 
LUMO + 2 
HOMO 
HOMO − 1 




図 6: 円錐交差 1･2 において大きな寄与を示す電子配置．赤い矢印が電子 1 個を表す.
3b に示す円錐交差 1 はピレンと図 3a に示す中
間体の間に位置し，図 3c に示す円錐交差 2 は中
間体とアズピレンの間に位置することがわかる．
光励起により S1 状態から反応が開始した場合，




した場合，分子は 14.56 eV もの反応障壁を越え
なくてはならない．このため，この反応経路は
エネルギー的に圧倒的に不利である．また図 5







る SW 転位では，円錐交差 1 において S1状態か





べ方について説明する．まず，円錐交差 1 の 
R1* におけるこれら 2 つの非断熱結合ベクト
ル{g(R1*), h(R1*)}から(4)-(6)式を用いて規格
直交基底（�� ,��）を作り，円形ループ (ρ = 0.05 
Bohr) を R1*を中心として(7)式にしたがって





ている．例えば図 6 に示すように |222000〉 は
電子が最高占有軌道 (HOMO)占有軌道以下
におさまった電子基底配置を表し，|221100〉
(a) h ベクトル (b) g ベクトル
図 5: 円錐交差の R1* における非断熱結合
ベクトル：(a) h ベクトル，(b) g ベクトル．




図 4：ピレンの Stone-Wales 転位における
多段階機構のポテンシャルエネルギー曲





合，円錐交差 1 で S0 状態に非断熱遷移す
ると S0 状態から反応が始まった場合と同
じ反応障壁(9.54 eV)で反応が進行する． 
? ? ? | ? ? ?
3b に示す円錐交差 1 はピレンと図 3a に示す
中間体の間に位置し，図 3c に示す円錐交差 2
は中間体とアズピレンの間に位置することがわ
かる．光励起により S1状態から反応が開始した





を表し，|2 1 0 ? 
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 はHOMO から最低空軌道 (LUMO) への 1電子励起配置を表す．図 7aの左パネルに示すように，
円錐交差 1 を中心とする円形ループを一周することで，S0 状態における|221100〉 の係数が−0.66
から 0.66 に変化していることが分かる．同じように，図 7a の右パネルに示す|222000〉 の係数も
−0.94 から 0.94 へ変化している．同様の手続きで，円錐交差 2(図 7b)においても, S0状態と S1状態
の 4 つの主配置係数の符号反転を確認した．このことから，構造最適化された円錐交差 1・2 は
S0 状態と S1状態の PES が交差して形成される円錐交差であることが確かめられた．  
 また，SA-CASSCF 法で求めた円錐交差 1 と 2 のエネルギーはそれぞれ 9.51 eV と 8.75 eV であ
った．一方，MS-CASPT2 法で動的電子相関の効果を取り込んで補正した円錐交差 1 における S0
状態と S1状態のエネルギーは 9.12 eV と 9.38 eV であり，その平均エネルギーは 9.25 eV (図 4)で
あった．同様に，円錐交差 2 における MS-CASPT2 法で求めた S0状態と S1状態のエネルギーは
8.75 eV と 8.92 eV であり，その平均エネルギーは 8.84 eV (図 4)であった．これら 2 つの円錐交差
における S1状態と S0状態の MS-CASPT2 法によるエネルギーの平均は SA-CASSCF 法によるエネ
ルギーと非常に近い．また MS-CASPT2 法で求められた S1状態と S0状態のエネルギー差は円錐交
差 1 で 0.26 eV, 円錐交差 2 で 0.18 eV と十分に小さい．このことから，今回 SA-CASCCF 法で求
められた円錐交差 1 と 2 の構造は MS-CASPT2 法で求めた場合の構造と定性的には大きな差が無
いと考えられる． 
 
図 7：S1/S0断熱状態間の円錐交差 1・2 における幾何学的位相効果．SA-CASSCF 法の各円錐交
差における 4つの主配置{ψi; i = 1,2,3,4}の係数{Cn,i (R); i = 1,2,3,4}を閉ループの角度 θの関数と
して示す．ここで，円錐交差 1 では{ψ1 , ψ2 , ψ3 , ψ4 } = �|222000〉,|221100〉, |221010〉, |211110〉�，
円錐交差 2 では{ψ1 , ψ2 , ψ3 , ψ4 } = �|222000〉,|221100〉, |220200〉, |212100〉�である．なお，ρ = 0.05 
Bohr を計算に用いた． 
(b) ???? 2 
(a) ???? 1 
0.66
0.94
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